SEPTIMA CONFERENCIA 
LA TEORIA POSITIVA DEL INFINITO 


La teoría positiva del infinito, y la teoría general del núme- 
ro a la que ha dado origen, están entre los triunfos del mé- 
todo científico en filosofía, y, por lo tanto, son especial- 
mente adecuadas para ilustrar el carácter lógico-analítico de 
ese método. El trabajo en este tema ha sido hecho por ma- 
temáticos, y sus resultados pueden ser expresados en sim- 
bolismo matemático. Se puede objetar: ¿por qué entonces 
el tema debe ser considerado como filosofía más bien que 
como matemática? Aquí se origina una difícil cuestión que 
concierne en parte al uso de las palabras, pero, en parte, tam- 
bién es de real importancia en la comprensión de la fun- 
ción de la filosofía. Parecería que cada tema puede dar ori- 
gen a investigaciones filosóficas tanto como a la ciencia 
apropiada, la diferencia entre los dos tratos está en la direc- 
ción del movimiento y en la clase de verdades que se busca 
establecer. En las ciencias especiales, cuando han sido com- 
pletamente desarrolladas, el movimiento es hacia adelante 
y sintético, desde lo más simple a lo más complejo. Pero en 
filosofía seguimos la dirccción inversa: desde lo complejo 
y relativamente concreto marchamos hacia lo simple y abs- 
tracto por medio del análisis, buscando, en el proceso, elimi- 
nar la particularidad del tema original y limitar nuestra 
atención enteramente a la forma lógica de los hechos afec- 
tados. 

Entre la filosofía y la matemática pura hay una cierta afi- 
nidad, en el hecho de que ambas son generales y a priori. 
Ninguna de ellas afirma proposiciones que dependen de 
los hechos reales concretos, que son exactamente lo que son, 
como los de la historia y la geografía. Podemos ilustrar esta 
característica por medio de la concepción de Leibniz de mu- 
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chos mundos posibles, de los que sólo uno es real. En todos 
los muchos mundos posibles, la filosofía y las matemáticas 
serán las mismas; las diferencias serán sólo con respecto a 
aquellos hechos particulares que son relatados por las cien- 
cias descriptivas. Por lo tanto, toda cualidad por la que nues- 
tro mundo real se distingue de otros mundos abstractamente 
posibles, debe ser ignorada por los matemáticos y filósofos 

r igual. Sin embargo, los matemáticos y los filésotos di- 
jeren en su manera de tratar las propiedades generales en 
que todos los mundos posibles coinciden; porque mientras 
la matemática, partiendo de proposiciones comparativamente 
simples, busca construir resultados más y más complejos por 
síntesis deductivas, la filosofía, partiendo de datos que son 
del conocimiento común, busca depurarlos y generaliza 
en los más simples enunciados de forma abstracta que se 
puedan obtener de ellos por análisis lógico. 

La diferencia entre filosofía y matemática puede ser ilus- 
trada por nuestro problema presente, principalmente la na- 
turaleza del número. Ambas parten de ciertos hechos acerca 
de los números que son evidentes a simple vista. Pero la ma- 
temática usa estos hechos para deducir teoremas más y 
más complicados, mientras la filosofía busca, por el análisis, 
investigar las causas de estos hechos y llegar a otros, más 
simples, más fundamentales, y esencialmente más aptos pa- 
ra constituir las premisas de la ciencia de la aritmética. La 
pregunta: “¿Qué es un número?” es la cuestión filosófica 
preeminente en este tema, pero es una pregunta que el ma- 
temático, como tal, no necesita formular, a condición de que 
sepa lo suficiente de las propiedades de los números para 
que lo capacite para deducir sus teoremas. Puesto que nues- 
tro objeto es filosófico, debemos asirnos a la pregunta del fi- 
lósofo. Se encontrará que la respuesta a la pregunta: “¿Qué 
es un número)”, que alcanzaremos en esta conferencia, da 
también, por deducción, la respuesta a las dificultades del in- 
finito que consideramos en la conferencia previa. 

La pregunta: “¿Qué es un número?” no fue nunca con- 
A asta tiempos bastante recientes, en la forma en 
que es capaz de dar una pa ria precisa. Los filósofos se 
contentaban con algún indefinido aforismo tal como “Nú- 
mero es unidad en pluralidad.” Una definición típica de la 
índole que satisfacía a los filósofos es la, siguiente, de-la 
Logic de Sigwart (66, sección 3): “Todo múmero no es 
meramente una pluralidad, sino una pluralidad pensada co- 
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mo algo que se mantiene reunido ximo, hasta el punto 
de constituir una unidad.” Ahora bien, hay en tales defi- 
niciones un muy elemental y craso error, de la misma espe- 
cie que se cometerta si dijéramos “el amarillo es una flor” 
porque algunas flores son amarillas. Tomemos, por ejem- 
lo, el número 3. Un conjunto individual de tres cosas pue- 
de ser descrito concebiblemente como “una pluralidad pen- 
sada como algo que se mantiene reunido y próximo, hasta 
el punto de constituir una unidad”; pero un conjunto de tres 
cosas no es el número 3. El número 3 es algo que todos los 
conjuntos de tres cosas tienen en común, pero no es en sí 
mismo un conjunto de tres cosas. La definición, por lo tanto, 
aparte de cualquier otro defecto, no ha alcanzado el nece- 
sario grado de abstracción: el número 3 es algo más abs- 
tracto que cualquier conjunto de tres cosas. 

Sin embargo, tales definiciones filosóficas indefinidas 
permanecen inoperantes a causa de su gran va d. Lo 
que realmente tenía en la mente la mayoría de los hombres 
que reflexionaban sobre los números era que los números 
son el resultado de contar. “Sobre el conocimiento de la ley 
de contar”, dice Sigwart en el comienzo de su exposición 
sobre el número, “Lscana la posibilidad de prolongar es- 
pontáneamente la serie de números ad infinitum.” Esta vi- 
sión del número como generado por el acto de contar ha 
sido el principal obcisle psicológico para la comprensión 
de los números infinitos. Se supone erróneamente que con- 
tar, por el hecho de ser familiar, es simple, mientras que, 
en realidad, es un proceso altamente complejo, que no tiene 
significado a menos que los números alcanzados al contar 
tengan alguna significación independiente del proceso por 
el que se Tego a ellos. Y no se puede a en absoluto a 
los números infinitos de esta manera. Es el mismo error 
que si se definiera a las vacas como lo que puede comprarse 
a un comerciante de ganado. Para una persona que conoció 
a varios comerciantes de ganado, pero que nunca vio una 
vaca, pudiera parecer una definición admirable. Pero, si 
en sus viajes se encontró con un hato de vacas salvajes, de- 
bería declarar que de ninguna manera eran vacas, porque 
ningún comerciante de ganado podría venderlas. Así se de- 
claró que los números enbimitos no eran en absoluto números, 
porque no podían alcanzarse contando. 

Es digno de ser considerado por un momento qué es real- 
mente contar. Contamos un grupo de objetos cuando deja- 


153 


mos pasar nuestra atención de uno a otro, hasta haber pres- 
tado atención una vez a cada uno, diciendo los nombres 
de los números en orden, con cada acto sucesivo de atención. 
El último número nombrado en este proceso es el número 
de los objetos, y, por lo tanto, contar es un método de averi- 
guar cuál es el número de los objetos. Pero esta operación 
es realmente muy complicada, y los que imaginan que es la 
fuente lógica del número se muestran notablemente incapa- 
ces de análisis. En primer lugar, cuando decimos “uno, de. 
tres...”, mientras contamos, no podemos decir que estamos 
averiguando el número de los objetos contados a menos que 
asignemos algún significado a las palabras uno, dos, tres... 
Un niño puede aprender a conocer estas palabras en orden, 
y repetirlas correctamente como las letras de un alfabeto 
sin atribuirles ningún significado. Tal niño podría contar co- 
rrectamente desde el punto de vista de un oyente adulto, 
sin tener en absoluto idea de los números. La operación 
de contar, en realidad, sólo puede ser inteligentemente eje- 
cutada por una persona que ya tiene alguna idea de lo que 
son los números; y de esto se sigue que contar no proporcio- 
na la base lógica del número. 

Asimismo, ¿cómo sabemos que el último número alcanza- 
do en el proceso de contar es el número de objetos contados? 
Este es exactamente uno de esos hechos que son demasiado 
familiares por su significado para ser tenidos en cuenta; pe- 
ro aquellos que quieren ser lógicos deben adquirir el hábito 
de trátar tales hechos. Hay dos proposiciones incluidas en 
cste hecho: primero, que el número de los números desde 
el 1 hasta cualquier número dado es ese número dado, por 
ejemplo, el número de los números desde 1 a 100 es cien; 
en segundo lugar, que si un grupo de números puede ser 
usado como nombre de un grupo de objetos v cada número 
aparece sólo una vez, entonces el número de los números 
usados como nombres cs el mismo que el número de objetos. 
La primera de estas proposiciones es capaz de una prueba 
aritmética fácil en tanto concierne a los números Los 
pero con números infinitos, después del primero, cesa de ser 
exacta. La segunda proposición sigue siendo verdadera, y 
cs, en realidad, como veremos, una consecuencia inmediata 
de la definición de número. Pero, debido a la falsedad de 
la primera proposición con respecto a los números infinitos, 
contar, aun si fuera prácticamente posible, no sería un mé- 
todo válido de descubrir el número de elementos de un con- 
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junto infinito y, en realidad, daría resultados diferentes de 
acuerdo con la manera en que fuera realizado. 

Hay dos respectos en los que los números infinitos que 
son conocidos difieren de los números finitos: primero, 
los números infinitos tienen, mientras los números finitos 
no tienen, una propiedad que llamaré reflexividad; en se- 
gundo lugar, los números finitos tienen, mientras los nú- 
meros infinitos no tienen, una propiedad que llamaremos 
inductividad. Consideremos estas dos propiedades sucesiva 
mente. . . 

1) Reflexividad. Un número se dice que es reflexivo 
cuando no aumenta agregándole 1. Se sigue inmediatamen- 
te que cualquier número finito puede ser agregado al nú- 
mero reflexivo sin aumentarlo. Siempre se pensó, hasta épo- 
ca reciente, que esta propiedad de los números infinitos era 
contradictoria consigo misma; pero, a través del trabajo de 
Georg Cantor, se ha llegado a reconocer que, aunque al 
principio resulte sorprendente, no es más contradictoria con- 
sigo misma que el hecho de que las personas de las antípo- 
das no caigan. En virtud de esta propiedad, dado cualquier 
conjunto infinito de objetos, cualquier número finito de 
objetos puede ser agregado o sacado sin aumentar ni dismi- 
nuir el número del conjunto. Aun un número infinito de 
objetos puede, bajo ciertas condiciones, ser agregado o sa- 
cado sin alterar el número. Se puede aclarar esto con la 
ayuda de algunos ejemplos. 

“ Imaginemos que todos los números naturales, 0,1,2,3. és 
están escritos en una fila, e inmediatamente debajo de ellos 
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O, E. 2; 
L 23 
escritos debajo de los números 1,2,3,4... de tal modo que 
l está debajo de O, 2 debajo de 1, y así sucesivamente. Lue- 
go, cada número en la fila de arriba tiene un número di- 
rectamente debajo de 1 en la fila inferior, q ningún núme- 
ro aparece dos veces en ninguna fila. Se desprende 40 el 
número de las dos filas debe ser el mismo. Pero todos los 
números que aparecen en la fila de arriba también aparecen 
en la de abajo, y uno más, a saber 0; de este modo, el número 
de elementos en la fila de arriba se obtiene agregando uno 
al número de la fila de abajo. Por lo tanto, mientras se Supu- 
so que un número debía ser aumentado agregándole 1, 
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este estado de cosas constituyó una contradicción, y condujo 
a la negación de que hubiera números infinitos. 

El ejemplo siguiente es aún más sorprendente, Escritos 
Jos números naturales 1,2,3,4,... en la Éla de arriba, y los 
números pares 2,4,6,8... en la fila de abajo de tal modo 
q debajo de cada número en la fila superior se coloca su 

uplo en la fila de abajo. Luego, como antes, el número de 
números en las dos filas es el mismo, no obstante que la se 
gunda fila resulta de eliminar los números impares, que 
es un conjunto infinito, de la fila de arriba. Este ejemplo 
es dado por Leibniz para probar que no puede haber núme- 
ros infinitos. El creía en infinitos conjuntos, pero, mientras 
pensaba que un número debe resultar siempre incrementa- 
do cuando se le agrega y disminuido cuando se le sustrae, 
mantenía que los conjuntos infinitos no tienen números. “El 
número de todos los números”, dice, “implica una contradic- 
ción, que demuestro así: Para cualquier número hay un 
número Espa my reg igual a su duplo. Por lo tanto, el 
número de todos los números no es mayor que el número 
de los números pares, es decir el todo no es mayor que su 
parte.”% Al tratar este argumento, debemos sustituir 
“el número de todos los números finitos” por “el número 
de todos los números”; entonces obtendremos exactamente 
la ilustración dada por nuestras dos filas, una que contiene 
todos los números finitos, la otra sólo los números finitos 
pares. Se verá que Leibniz considera como contradictorio 
consigo mismo mantener que la totalidad no es más grande 
que su parte. Pero la palabra “más grande” puede tener 
muchos significados, para nuestro propósito, debemos sus- 
tituirla por la frase menos ambigua “que contiene un mayor 
número de elementos”. En este sentido, no es contradicto- 
rio para la totalidad y la parte ser iguales; es la verificación 
de este hecho lo que ha posibilitado la teoría moderna del in- 
finito. 

Hay una exposición interesante de la reflexividad de los 
totales infinitos en el primero de los Diá de Galileo so- 
bre el Movimiento. Cita de una traducción publicada en 
1730*%, Los personajes en el diálogo son Salviati, Sagredo 
y Simplicius, y razonan como sigue: : 

“Simp. — Aquí surge de súbito una duda, que me parece 
insoluble; y es que estando seguros de que existe una línea 
mayor que otra, si contienen ambas infinitos puntos, es fuer- 
za confesar que se da en un mismo género, guna cosa ma- 
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yor que lo infinito, porque la infinidad de los puntos de la 
línea mayor excederá sk infinidad de los puntos de la me- 
nor. Ahora bien, esto de darse un infinito mayor que lo fini- 
to, me parece concepto que de ningún modo puede com- 
prenderse. 

"Salw. — Estas dificultades son de las que derivan del modo 
que tenemos nosotros de discurrir con nuestro entendimien- 
to finito acerca de los infinitos, asignándoles aquellos atri- 
butos que damos a las cosas finitas v limitadas; lo qe repu- 
to inconveniente, porque juzgo que estos atributos de preva- 
lencia (maggioranza), subvalencia (minoritá) e igualdad 
(egualitá) no convienen a los infinitos, de los cuales no 
se puede decir que uno es mayor o menor o igual al otro. Para 
probarlo, se me ocurre un razonamiento que, para mayor 
claridad en su desarrollo, propondré en forma de preguntas 
a Simplicio, promotor de la dificultad. 

"Supongo muy bien sabido de vosotros, cuáles son los nú- 
meros cuadrados y cuáles los no cuadrados. 

"Simp. — Sé muy bien que el número cuadrado es el que 
resulta de la multiplicación de otro número por sí mismo: 
así el cuatro y el mueve, etc., son números cuadrados, ya 
que se originan uno del dos y el otro del tres, multiplicados 

r sí mismos. 

"Salv. — Muy bien; v sabéis, además, que así como los pro- 
ductos se llaman cuadrados, los que e, oa o sea los que 
se multiplican, se llaman lados lati o raíces. Por consi- 
guiente, los otros que no nacen de números multiplicados 

r sí mismos, no son cuadrados. De donde, si yo dijere 
que todos los números, incluvendo los cuadrados y los no 
cuadrados, son más que los cuadrados solos, habré enunciado 
una proposición realmente verdadera. ¿No es así? 

"Simp.— No se puede decir lo contrario. 

“Salv. — Si yo después preguntare cuántos son los números 
cuadrados, se podría con toda verdad responder que son tan- 
tos como son sus respectivas raíces, puesto que todo cuadra- 
do tiene su raíz, y toda raíz su cuadrado, sin que haya nin- 
gún cuadrado que tenga más de una raíz, ni raíz ninguna 
que tenga más de un cuadrado. 

"Simp. — Es así. 

"Salv, — Mas si yo preguntarte cuántas son las raíces, nu 
podrá negarse que son tantas como sean todos los números, 
porque no hay ningún número que no sea raíz de algún 
otro; y sentado esto, habrá que decir que los números cua- 
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drados son tantos como sean todos los números, ya que son 
tantos como sus raíces, y raíces son todos los números, Y, sin 
embargo, nosotros, en un principio, dijimos que los núme- 
ros en conjunto son muchos más que todos po cuadrados, 
por ser no cuadrados la mayor parte. Todavía más, la multi- 
tud de cuadrados va disminuyendo progresivamente, a me- 
dida que pasamos a números más grandes; porque hasta 
ciento hay diez cuadrados, que es como decir que son cua- 
drados una décima parte; en diez mil, sólo la centésima 
parte son cuadrados; en un millón sólo la milésima. Y, sin 
embargo, en un número infinito, si pudiéramos considerar- 
los, sería necesario decir que son tantos los cuadrados, cuan- 
tos son todos los números en conjunto. 

"Sagr. — ¿Y qué se puede decidir en tal coyuntura? 

"Salv. — No veo que se pueda llegar a otra decisión, sino 
a decir que es infinita la totalidad de los números, infinitos 
los cuadrados, infinitas sus raíces; y que la multitud de cua- 
drados no es menor que la de la totalidad de los números, 
ni ésta mayor que aquélla y, en última instancia, que los 
atributos de 'igual', mayor” y “menor, no tienen lugar en 
los infinitos, y sí en las cantidades limitadas.” 

El modo en que el problema es expuesto en el diálogo 
arriba citado, es digno de Galileo, pero la solución indicada 
no es la correcta. Realmente es el caso de que el número de 
números cuadrados (finitos) es el mismo que el número 
de números (finitos). El hecho de que, mientras nos limi- 
temos a números menores que algún número finito dado, 
la proporción de cuadrados tiende hacia cero a medida que 
el número finito dado aumenta, no contradice el hecho de 
que el número de todos los cuadrados finitos es el mismo que 
el número de todos los números finitos. Esto es sólo un 
ejemplo del hecho, ahora familiar a los matemáticos, de que 
dl límite de una función, mientras la variable se acerca a un 
punto dado, puede no ser el mismo que su valor cuando la 
variable realmente alcanza el punto dado. Pero, aunque los 
números infinitos que Calileo trata son iguales, Cantor ha 
mostrado que lo que Simplicius no podía concebir es verda- 
dero, principalmente que hay un número infinito de núme- 
ros infinitos diferentes, y que la concepción de mayor y 
menor puede ser perfectamente bien aplicada a ellos. La 
totalidad de la dificultad de Simplicius viene, como es evi- 
dente, de la creencia de que, si mayor y menor pueden ser 
aplicados, una parte de un conjunto infinito debe tener me- 
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nos elementos que el total; y cuando se niega esto, todas las 
contradicciones desaparecen. Con pas a longitudes 
mayores y menores de líneas, que es el problema del que 
parte la exposición anterior, incluye un significado de ma- 
yor y menor que no es aritmético. El número de puntos es 
el mismo en una línea larga y en una línea corta, siendo 
en realidad el mismo que el número de puntos en todo es- 
acio. El mayor y el menor de la geometría métrica incluye 
a nueva concepción métrica de congruencia, que no puede 
desarrollarse fuera de las consideraciones aritméticas. Pero 
esta cuestión no tiene la importancia fundamental que 
reside en la teoría aritmética del infinito. 

2) No-inductividad. La segunda propiedad por la que 
los números infinitos son distinguidos de los números fini- 
tos es la propiedad de la rio Esto se explicará 
mejor deliniendo la propiedad positiva de la inductividad 
que caracteriza los números finitos, y que es especificada 
después del método de prueba conocido como “induc- 
ción matemática”. y 

Consideremos primero qué se quiere decir al llamar “he- 
reditaria” a una eropiedad en una serie dada. Tomen tal 
propiedad como si se llamara Jones. Si un hombre se llama 
Jones, así se llama su hijo: por lo tanto llamaremos heredi- 
taria la propiedad de llamarse Jones con respecto a la rela- 
ción de padre e hijo. Si un hombre se llama Jones, todos 
sus descendientes en la linea masculina directa se llaman 
Jones, esto se desprende del hecho de que la propiedad es 
hereditaria. Ahora bien, en lugar de la relación de padre 
e hijo, consideremos la relación de un número finito a su 
sucesor inmediato, esto es, la relación que se da entre 0 y 1, 
entre 1 y 2, entre 2 y 3, exc. Si una propiedad de los números 
es hereditaria con respecto a esta let entonces si perte- 
nece a (digamos) 100, debe pertenecer también a todos los 
números finitos mavores que 100; porque, siendo heredi- 
taria, pertenece a 101 porque pertenece a 100, y pertenece 
a 102 porque pertenece a 10l, y así sucesivamente, por don- 
de el “así sucesivamente” nos llevará, más tarde y más tem- 
prano, a cualquier número finito mayor que 100. Así por 
ejemplo, la propiedad de ser más grande que 99 es heredi- 
taria en la serie de números finitos; y, generalmente, una 
propiedad es hereditaria en esta serie cuando, dado cual- 
quier número que posee la propiedad, el próximo número 
debe también poseerla siempre. 
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Se verá que una propiedad hereditaria, aunque debe 
pertenecer a todos los números finitos mayores que un nú- 
mero dado que posea la propiedad no necesita pertenecer 
a todos los números menores que este número, Por ejemplo, 
la propiedad hereditaria de ser mayor que 99 pertenece 
a 100 y a todos los números mayores, pero no a ningún nú- 
mero más pequeño. En forma similar, la propiedad here- 
ditaria de llamarse Jones pertenece a todos los decai 
Cen la línea directa masculina), de aquellos que tienen esta 
propiedad, pero no a todos sus antecesores, porque llega- 
remos, por fin, a un primer Jones, antes del cual los ante- 
pasados no tenían apellido. Sin embargo, es obvio que toda 
propiedad hereditaria ída por Adán debe pertenecer a 
todos los hombres; análogamente, toda necpicda | hereditaria 
poseída por O debe pertenecer a todos los números finitos. 
Este es el principio de lo que se llama “inducción mate- 
mática”, Frecuentemente sucede, cuando queremos probar 
que todos los números finitos tienen alguna propiedad, 
que tenemos primero que probar que O tiene la propiedad, 
y luego que la propiedad es hereditaria, es decir, que, si per- 
tenece a un número dado, entonces pertenece al número 
próximo. Debido al hecho de que tales pruebas son Jlama- 
das “inductivas”, llamaré a las propiedades a las que ellos 
son aplicables, propiedades “inductivas”. Así, una propiedad 
inductiva de los números es una que es hereditaria y perte- 
nece a 0. 

Tomando cualquiera de los números naturales, digamos 
29, es fácil ver que debe tener todas las propiedades induc- 
tivas. Porque, como tales propiedades pertenecen a O y son 
hereditarias, pertenecen a 1; por lo tanto, como son here- 
ditarias, pertenecen a dos, y así sucesivamente; por veinti- 
nueve repeticiones de dichos argumentos demostramos que 
pertenecen a 29. Podemos definir los números “inductivos” 
como todos aquellos que poseen todas la propiedades induc- 
tivas; serán los mismos que se llaman números “naturales”, es 
decir, la totalidad de los números finitos ordinarios. A todos 
estos números pueden aplicarse válidamente las pruebas por 
la inducción matemática. Son aquellos números, para expre- 
sarlo con mucha generalidad, que pueden alcanzarse a par- 
tir de O por sucesivas adiciones de 1; en otras palabras, son 
todos los números que pueden alcanzarse contando. 

Pero, más allá de todos estos números, están los números 
infinitos, y los números infinitos no tienen todas las propie- 
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dades inductivas. Tales números, por lo tanto, pueden ser 
llamados no-inductivos. Todas aquellas propiedades de los 
1_ meros que son comprobadas por un imaginario proceso 
gradual desde un número al próximo, fallan cuando llega- 
mos a los números infinitos. Él primero de los números in- 
finitos no tiene predecesor inmediato, porque no hay nú- 
mero finito mayor. Así ninguna sucesión de grados desde 
un número al próximo llegará nunca desde un número fi- 
nito a uno infinito, y el método gradual falla. Esta es otra 
razón para la supuesta contradicción interna de los números 
infinitos. Muchas de las propiedades más familiares de los 
números, que la costumbre había llevado a que la gente con- 
siderara como lógicamente necesarias, son en realidad sólo 
demostrables por el método gradual y no son exactas respec- 
to de los números infinitos. Pero no bien comprendemos 
la necesidad de probar tales propiedades por la inducción 
matemática, y la perspectiva estrictamente limitada de este 
método de prueba, se ve que las supuestas contradicciones 
contradicen, no la lógica, sino sólo nuestros prejuicios y há- 
bitos mentales. 

La propiedad de ser aumentado por la adición de 1, es 
decir, la propiedad de no-reflexividad, puede servir para 
ilustrar las limitaciones de la inducción matemática. Es 
fácil probar que O aumenta por la adición de 1, también 
aumenta el próximo número, es decir el número obtenido 
por la adición de 1. Se desprende que cada uno de los nú- 
meros naturales aumenta por la adición de 1. Esto, general- 
mente, resulta del argumento general, y se obtiene para cada 
zaso particular por un número suficiente de aplicaciones 
del argumento. Primero probamos que O no es igual a 1; 
entonces, puesto que la propiedad de ser aumentado por 1 
es hereditaria, resulta que 1 no es igual a 2; de aquí se sigue 
que 2 no es igual a 3; si queremos probar que 30.000 no es 
igual a 30.001, podemos hacerlo repitiendo este razonamien- 
to 30.000 veces. Pero no podemos probar en esta forma que 
todos los números aumentan por la adición de 1; podemos 
sólo probar que esto es válido para los números que se obtie- 
nen por sucesivas adiciones de 1 partiendo de 0. Los nú- 
meros reflexivos, que se ubican más allá de todos aquellos 
que se obtienen en esta forma, de hecho no son aumentados 
por la adición de 1. 

Las dos propiedades de la reflexividad y no inductividad, 
que hemos considerado como peculiaridades de los núme- 
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ros infinitos, no han demostrado hasta ahora encontrarse 
siempre juntas. Se sabe que todos los números reflexivos 
son no-inductivos, pero no se sabe que todos los númerds 
no inductivos, sean reflexivos. Muchos escritores han pu- 
blicado "pruebas falaces de esta proposición, incluyéndome 
a_mí mismo, pero hasta el presente no se han” descubierto 
pruebas válidas. Sin embargo, los números infinitos real- 
mente conocidos son todos reflexivos, tanto como no induc- 
tivos; de este modo, en la práctica matemática, si no en teo- 
ría, las dos propiedades están siempre asociadas. Para nues- 
tro pops, por lo tanto, será conveniente ignorar la mera 
posibilidad de que podría haber números noinductivos 
noeflexivos, puesto que todos los números conocidos son 
o inductivos o reflexivos. : 
Cuando por primera vez se presenta a la gente los núme- 
ros infinitos, están dispuestos a negarles el nombre de nú- 
meros, porque su comportamiento es tan diferente del de 
los números finitos que parece un mal uso premeditado de 
los términos llamarlos números. Para combatir este senti- 
miento, debemos ahora volver a la base lógica de la arit- 
mética, y considerar la definición lógica de los números. 
La definición lógica de los números, aunque parece un 
fundamento. eséncial de la teoría de los números finitos, 
en realidad fue descubierta independientemente y por un 
hombre diferente. La teoría de los números infinitos, es de- 
cir, la aritmética como opuesta a la parte lógica de la teoría, 
fue descubierta por Georg Cantor, y publicada por él en 
1882-83 5, La definición de número fue descubierta alrede- 
dor de la misma época por un hombre cuyo gran genio no 
y ha recibido el reconocimiento que merece: me refiero a Got: 
: tlób Frege de Jena, Su primera obra Begriffsschrife, publi- 
cada en 1879, contenía la muy importante teoría de las pro- 
piedades hereditarias en una serie a la que yo aludí en co- 
nexión con la inductividad. Su definición de número está 
contenida en su segunda obra, publicada en 1884, y titulada 
Die Crundlagen der Arithmetik, eine logisch-mathematis- 
che Untersuchung úber den Begriff der Zahl 5. Con este 
libro, la teoría lógica de la aritmética comienza, y nos con- 
vendrá considerar el análisis de Frege con algún detalle. 
Frege empieza advirtiendo el deseo creciente por la exacti- 
tud lógica en las demostraciones matemáticas que distingue 
a los matemáticos modernos de sus predecesores, y señala 
que esto debe conducir a una investigación crítica de la de- 
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finición de número. Procede a mostrar la inadecuabilidad 
de las tecrías filosóficas previas, especialmente de la teoría 
“sintética a priori” de Kant y la teoría Da de Mill. Esto 
lo lleva a la pregunta: ¿A qué clase de objeto se puede atri- 
buir con propiedad el número? 

Señala que se pueden considerar las cosas físicas como 
una o muchas: por ejemplo, si un árbol tiene mil hojas, pue- 
den ser tomadas en conjunto, constituyendo su follaje, que 
será contado como uno, no como mil; y un qu de botas es 
el mismo objeto que dos botas. Resulta que las cosas físicas 
no son los sujetos de los que el número es propiamente pre- 
dicado; porque cuando hemos descubierto los sujetos co- 
rectos, el número a adjudicarles debe ser inequívoco. Esto 
conduce a un estudio de la opinión predominante de que 
el número es realmente algo psicológico y subjetivo, una 
opinión que Frege rechaza enfáticamente. “El número”, di- 
ce, “es tan poco objeto de la psicología o resultado del pro- 
ceso psíquico, como el Mar del Norte... El botánico desea 
establecer algo que es exactamente un hecho tanto cuando 
da el número de pétalos de una flor como cuando da su co- 
lor. El uno depende tan poco como el otro de nuestro capri- 
cho. Por lo tanto, hay cierta similitud entre número y color; 

ro ésta no consiste en el hecho de que ambos son sensi- 
opere perceptibles en cosas externas, sino en el hecho 
de que ambos son objetivos” (p.34). 

Distin o lo objetivo”, continúa, “de lo palpable, de lo 
espacial, de lo real. El. eje de la Tierra, el centro de la masa 
del sistema solar, son objetivos, pero no los podría llamar 
reales, como a la Tierra misma” (p.35). Concluye que el 
número no es ni espacial ni físico, ni subjetivo, sino no- 
sensible y objetivo. Esta conclusión es importante, puesto 
que se aplica a todos los temas de las matemáticas y la 16- 
gica. La mayoría de los filósofos ha pensado ee lo físico 
y lo mental entre sí agotaban el mundo del ser. gunos han 
alegado que los objetos de las matemáticas evidentemente 
no eran subjetivos, y, por lo tanto, debían ser físicos y em- 
píricos; otros han deca que evidentemente no eran físicos, 
y, por lo tanto, debían ser subjetivos y mentales. Ambos 
Gan acertados en lo que negaban, y equivocados en lo 
que afirmaban; Frege tiene el mérito de haber aceptado 
ambas negaciones, y encontrado una tercera afirmación al 
comprender que el mundo de la lógica no es ni mental ni 
físico. 
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El hecho es, como Frege lo señala, que ningún número ni 
aun el 1, es aplicable a las cosas físicas, sino sólo a términos 
o descripciones generales, tales como “hombre”, “satélite de 
la Tierra”, “satélite de Venus”. El término general “hom- 
bre” es aplicable a un cierto número de objetos: hay en el 
mundo tantos y tantos hombres. La unidad que los filósofos 
consideran correctamente que es necesaria para la afirma- 
ción de un número, es la unidad del término general, y el 
término general es el propio sujeto del número. Y esto se 
aplica igualmente haya o no haya un sujeto que caiga bajo 
dl iébmino general. “Satélite de la Tierra” es un término sólo 
aplicable a un objeto, a saber, la Luna. Pero “uno” no es 
la propiedad de la Luna en sí misma, que puede ser mirada 
igualmente bien como muchas moléculas: es una propiedad 
del término general “satélite de la Tierra”. Análogamente, 
cero es una propiedad del término general “satélite de Ve- 
nus”, porque Venus no tiene satélite. Aquí, por fin, tene- 
mos una teoría inteligible del número O. ¡24 era imposible 
si los números se aplicaban a los objetos físicos, porque, evi- 
dentemente, ningún objeto físico lapa tener el número 0. 
Así, buscando nuestra definición e número, hemos llegado 
hasta ahora a la conclusión de que los números son propieda- 
des de términos generales o descripciones generales, no de 
cosas físicas o de sucesos mentales. 

En lugar de hablar de un término general, tal como “hom- 
bre”, como el sujeto del que un número puede ser afirmado, 
podemos, sin hacer ningún serio cambio, tomar el sujeto 
como la clase o conjunto de objetos, es decir, “humani- 
dad” en el ejemplo anterior, al que el término general en 
cuestión es aplicable. Dos términos generales, tales como 
“hombre” y “bípedo implume”, que son aplicables al mismo 
grupo de objetos, es obvio que tendrán el mismo número 
de dichos objetos; de este modo, el número depende de la 
clase, no de la elección de este o aquel término general para 
describirlo, ¿ condición de que se hallen varios términos 

enerales pl describir la misma clase. Pero algún término 
general es siempre necesario para describir una clase. Aun 
cuando los términos sean enumerativos, como “éste y aquél 
y el otro”, el conjunto está constituido por la propiedad 
general de ser o éste, o aquél, o el otro, y sólo así adquiere 
la unidad qe nos capacita para hablar de él como de un 
conjunto. Y en el caso de una clase infinita, la enumeración 
es imposible, así que la descripción por una característica 
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general común y peculiar a los miembros de la clase es la 
única posible. Aquí, como vemos, la teoría del número a 
que Frege fue conducido por consideraciones puramente 
lógicas, se hace útil al mostrar cón > las clases infinitas pue- 
den numerarse, pese a no ser susceptibles de enumeración. 
Frege pregunta después: ¿Cuándo dos conjuntos tienen 
el mismo número de elementos? En la vida ordinaria, deci- 
dimos esta cuestión contando; pero contar, como vimos, 
es imposible en el caso de conjuntos infinitos, y no es lógi- 
camente fundamental en conjuntos finitos. Queremos, por 
lo tanto, un método diferente de responder a nuestra pre- 
gunta. Un ejemplo puede ayudar a aclarar el método. No 
sé cuántos hombres casados hay en Inglaterra, pero sé que 
su número es el mismo que el de las mujeres casadas. La ra- 
zón por la que sé esto es que la relación de marido y mujer 
relaciona un hombre a una mujer y una mujer a un hom- 
bre. Una relación de esta suerte es llamada relación “uno 
a uno” (biunívoca). La relación de padres a hijos se llama 
relación uno a varios, porque un hombre puede tener sólo 
un padre pero puede tener muchos hijos; a la inversa, la 
relación de hijos a padres es llamada relación varios a uno. 
Pero la relación de maridos a mujeres (en los países cris- 
tíanos) es llamada biunívoca, porque un hombre no puede 
tener más que una mujer, o una mujer más que un marido. 
Ahora bien, siempre que haya una relación biunívoca en- 
tre todos los elementos de un conjunto y todos los elemen- 
tos de otro que se corresponden Jnlividaiinenes como en 
el caso de los maridos y las esposas ingleses, el número de 
elementos en el conjunto es el mismo que el número de ele- 
mentos en el otro; pero cuando no hay tal relación, el núme- 
ro es diferente. Esto es la respuesta a la pregunta: ¿Cuándo 
dos conjuntos tienen el mismo número de elementos? 
Podemos ahora por fin responder a la pregunta: ¿Qué se 
uiere decir por el número de elementos en un conjunto 
dado? Cuando hay una relación biunívoca entre todos los 
elementos de un conjunto y todos los elementos de otro, 
respectivamente, diremos que los dos conjuntos son “simi- 
lares”. Acabamos de ver que dos conjuntos similares tienen 
el mismo número de elementos. Ésto nos conduce a definir 
el número de un conjunto dado como la clase de todos los 
conjuntos que son similares a él; es decir, establecemos la 
siguiente definición formal: 
“El número de elementos de una clase dada” se define 
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con el significado de: “la clase de todas las clases que son 
similares a una clase dada”. 

Esta definición, como demostró Frege (expresándola en 
términos ligeramente diferentes) admite las propiedades 
aritméticas comunes de los números. Es aplicable igualmente 
a los números finitos e infinitos, y no requiere la admisión 
de algún nuevo y misterioso grupo de entidades metafí- 
sicas. Esta definición muestra que los sujetos de los cuales 
el número puede ser afirmado, no son los objetos físicos, 
las clases o los términos generales por medio de los que 
las clases son definidas; y se aplica a O y 1 sin ninguna de 
las dificultades que otras teorías encuentran en tratar con 
estos dos casos especiales. 

Seguramente la anterior definición produce, a primera 
vista, un sentimiento de extrañeza, que tiende a causar cier- 
ta insatisfacción. Define el número 2, por ejemplo, como 
la clase de todas las “díadas”, y al número 3 como la clase 
de todas las “tríadas”. Esto no parece ser lo que hemos que- 
rido decir hasta ahora cuando hablábamos de 2 y de 3, aun- 
que sería difícil decir qué queríamos decir. La respuesta a 
un sentimiento no puede ser un argumento lógico, pero con 
todo, la respuesta en este caso no carece de importancia. 
En primer lugar, hallaremos que, cuando a una idea que se 
ha hecho familiar como una totalidad sin análisis, se la des- 
compone por primera vez, con esmero, en sus partes com- 
ponentes, que es lo que hacemos cuando la definimos, hay 
siempre un sentimiento de falta de familiaridad producido 
por el análisis, que tiende a causar una protesta contra la 
definición. En segundo lugar, debe admitirse que la de- 
finición, como todas las definiciones, es hasta cierto punto 
arbitraria. En el caso de los números finitos pequeños, tales 
como 2 y 3, sería posible forjar definiciones más en concor- 
dancia con ese sentimiento sin análisis al que.nos referimos 
antes; pero el método de dichas definiciones tendría falta 
de uniformidad, y se lo vería fallar tarde o temprano, y fa- 
laría indefectiblemente cuando alcanzáramos los números 
infinitos. 

En tercer lugar, el verdadero desideratum de una defini- 
ción como la de número, no es que exponga tan aproxima- 
damente como sea posible las ideas de los que no han pasado 
por el análisis requerido para alcanzar una definición, 
sino que nos dé objetos que tengan las propiedades reque- 
ridas. Los números, en realidad, deben satisfacer las fórmu- 
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las de la aritmética; cualquier conjunto indudable de y se 
que a po este requisito puede ser llamado número. Hasta 
ahora, el conjunto más simple conocido para colmar esta 
exigencia es el conjunto presentado por la definición ante- 
rior. En comparación con este mérito, el problema de si los 
objetos a los que la definición se aplica son parecidos o no 
a las vagas idess de números, mantenidas por los que no 

ueden dar una definición, es de muy escasa importancia. 
La anterior definición llena todas las exigencias importantes 
y el sentido de extrañeza, que al principio es inevitable, des- 
aparece muy rápidamente con el aumento de la familiaridad. 

Sin embargo, hay cierta doctrina pos que pudiera pen- 
sarse que constituye una objeción a la definición anterior 


“de números como clases de clases; me refiero a la doctrina 


de que no hay en absoluto objetos tales como clases. Pa- 
recería que esta doctrina podría hacer estragos en una teoría 
que reduce los números a clases, y en muchas otras teorías 
en las que hemos hecho uso de las clases. Sin embargo, esto 
sería un error: ninguna de estas teorías se ven dañadas por 
la doctrina de que las clases son ficciones. Trataré de expli- 
car brevemente qué es la doctrina y por qué no es destruc- 
tiva. 

A causa de ciertas dificultades algo complicadas, que cul- 
minan en contradicciones definitivas, llegué a la opinión 
de que nada que pueda decirse con sentido sobre las cosas, 
es decir, sobre los casos particulares, puede decirse con sen- 
tido (esto es o verdadera o falsamente) sobre las clases 
de cosas. O sea que, si en cualquier oración en la que se 
menciona una cosa, ustedes sustituyen una clase por la cosa, 
ya no tienen una oración con significado: la oración ya no 
es ni verdadera ni falsa, sino un conjunto de palabras sin 
significado. Se pueden disipar las apariencias de que suce- 
de lo contrario por la reflexión de un momento, Por ejemplo, 
en la oración “Adán gusta de las manzanas”, ustedes pue- 
den sustituir por humanidad, y decir: “La humanidad gusta 
de las manzanas.” Pero es obvio que ustedes no quieren de- 
cir que hay un individuo llamado “humanidad” que mastica 
manzanas: ustedes quieren decir que los distintos individuos 
que componen la humanidad, cada uno de ellos, gusta sepa- 
radamente de las manzanas. 

Ahora bien, si nada que pueda decirse con sentido de una 
cosa puede decirse con sentido de una clase de cosas, se sigue 
que las clases de cosas no pueden tener la misma clase 
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de realidad que tienen las cosas; porque si la tuvieran, una 
clase podría ser sustituida por una cosa en una proposición 
ue afirmara la realidad que podría ser común a ambas. 
Este modo de ver es realmente concordante con el sentido 
común. Enel siglo 11 o IV antes de nuestra era, vivía un 
filósofo chino llamado Hui Tzu, que sostenía que “un ca- 
ballo bayo y una vaca parda son tres; porque tomados sepa- 
radamente son dos, y tomados juntos son uno: dos más uno 
hacen tres” * El autor del que cito dice que Hui Tzu 
“era particularmente amante de los juegos de palabras que 
tanto deleitaban a los sofistas o heterodoxos razonadores de 
la antigua Grecia”, y éste, a no dudar, representa el juicio 
del sentido común sobre tales argumentos. Empero, si los 
conjuntos de cosas fueran cosas, su argumento sería irrefra- 
g ble. Sólo por el hecho de que el caballo bayo y la vaca par- 
da tomados juntos no son una nueva cosa, es que podemos 
evitar la conclusión de que hay tres cosas dondequiera que 
haya dos. 

Cuando se admite que las clases no son cosas, surge la 
pregunta: ¿Qué damos a entender a que no- 
minalmente se refieren a las clases? Tomemos un enuncia- 
do como, “La clase de personas interesadas en lógica mate- 
mática no abunda.” Evidentemente, esto se reduce a: “No 
muchas personas están interesadas en lógica matemática.” En 
honor a la exactitud, sustituyamos “muchas” por algún nú- 
mero particular, digamos 3. Entonces nuestro pad 
to es: “Tres personas no están interesadas en lógica mate- 
mática,” Esto puede expresarse en la forma: “Si x está inte- 
resado en lógica matemática, y también y está interesado, 
y también z está interesado, entonces x es idéntico a y, O 
x es idéntico a z, o y es idéntico a z.” Aquí no hay, en abso- 
luto, ninguna referencia a una “clase”. De algún modo, 
todos los planteamientos nominalmente sobre una clase pue- 
den ser reducidos a planteamientos sobre lo que resulta de 
la hipótesis de algo que tenga la propiedad que define la 
clase. Por lo tanto, todo lo que se necesita para legitimar el 
uso verbal de clases es un método uniforme de interpretar 
proposiciones en las que tal uso aparece, a fin de obtener 
proposiciones en las que ya no haya tal uso. La definición 
de tal método es una materia técnica, que el doctor Whi- 
tehead y yo tratamos en otro lugar, y que no necesitamos 
tocar en esta ocasión ** 

Si se acepta la teoría de que las clases son meramente 
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simbólicas, se desprende que los números no son entidades 
reales, sino que las proposiciones en las que los números 
aparecen verbalmente no tienen, en realidad, ningún elemen- 
to correspondiente a números, sino sólo una cierta forma 
lógica que no es una parte de las proposiciones que tienen 
esta forma, Este es realmente el caso con todos La objetos 
aparentes de la lógica y la matemática. Palabras tales como 
o, no, si, hay, identidad, más grande, plus, nada, todo, fun- 
ción y así sucesivamente no son nombres de objetos defini- 
dos como “Juan” o “Jones”, sino que son palabras que requie- 
ren un contexto para tener significado. Fodas ellas son for- 
males, es decir, su acaecimiento indica uma cierta forma de 
proposición, no un cierto elemento. “Las constantes lógicas”, 
en resumen, no son entidades; las palabras que las expresan 
no son sustantivos, y no pueden significativamente conyer- 
tirse en sujetos lógicos, excepto cuando se tratan las pala- 
bras en sí mismas, como opuestas a sus significados *”, 
Este hecho tiene una fuerza muy importante sobre toda la 
lógica y la filosofía, puesto que muestra cómo difieren de 
las ciencias especiales. Pero los problemas suscitados son 
tan grandes y tan difíciles que es imposible proseguirlos 
más ampliamente en esta ocasión. 
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